Mathématiques en
technologies de
"information



Plan du cours

e Ch.1 Calcul vectoriel
e Ch.2 Suites et Séries
e Ch.3 Systemes d’équations

Evaluation: Moyenne arith. 3 travaux pratiques notés




Chapitre 1
Calcul vectoriel



Exemple d’espace vectoriel

[= Lonsle-Saunier

Une carte géographique =

Question :

Peut-on déterminer la 3
destination avec uniguement le
point de depart et la distance ? ...

Albertville

Le Bourget-du-Lac
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Exemple d’espace vectoriel

[= Lonsle-Saunier

Réponse :
Non, il nous faut encore une =

direction. 3
Cette direction est appelée un
vecteur.

Albertville

HEPIA — Mathématiques en technologies de
I'information, 2e semestre 2017-2018



Notation vectorielle en 2
dimensions




Exemp

le d’espace vectoriel
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Théoreme de Pythagore

La longueur du vecteur est
appelée la norme du vecteur et
se note comme suit

1]

et se calcule par 7] = \/v%—l—fug
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Base vectorielle

'espace vectoriel est exprimé en fonction de sa
base, ou, pour le plan cartésien, les axes.




Base catésienne




Base non-catésienne

0,0 0




Espace vectoriel a 2 dimensions

TR x R=R?

(v1,v2)




Espace vectoriel a n dimensions

’Ul\

v € R"™

<!
|

v; € R, V1

vn/



Sous-espaces vectoriels

Soit D C R un sous-ensemble, alors on exprime le
sous-espace vectoriel par
’Ul\

v e D" U= v; €D, Y1




Exemple bien connu ?

Quel est I'espace vectoriel
genére par .

D32 — {O, 1}32



'addition de vecteurs

|’'addition de deux vecteurs
et ¥ donne un troisieme
vecteur w et s’écrit

W= U+ U



Attention aux dimensions |

Seuls des vecteurs de méme
dimension peuvent étre
additionnés !



Illustration en 2 dimensions

A
Wy Uq V1 |
— — Vo
(10, uo Vo
w2
[ U1 T U1
U2 T V2 L

HEPIA — Mathématiques en technologies de
I'information, 2e semestre 2017-2018



Addition de vecteurs a n dimensions

w1 U1 U1 U1 + v
=l =]
Wny Unp Un Uy + Up




Exercice d’addition dans {0, 1}°

Quels est le résultat de la somme XOR des vecteurs

suivants
1 1
lo) (1)
0 0
1 0
1 D 1 =7
1

o) o




Multiplication par un scalaire

La multiplication d’un vecteur «
par un scalaire A € R
est défini par

N |
U= \N-1U= (A'Uz)



Note

La dimension du vecteur résultant est la méme
gue le vecteur d’origine,

* |a multiplication scalaire allonge / raccourci ou
inverse le vecteur multiplié

—_
——
—_—
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Généralisation de la multiplication
scalaire

b=\ -7—= : pour A € Ret v e R”



Exercice

Démontrez le résultat suivant
S| 7

— 17

Alors [l = 141 - 1@l



Propriétés des opérateurs vectoriels

Uopérateur somme + : R" X R"* - R" est

. Interne
la somme de deux vecteur de R reste dans R"

. Commutative

u+v=v+1u

. Associative

uU+v)+w=u+@+w)

0
e Posséde un élément neutre 0 = () telqueu+0=1u
0
* Inversible R . )
pour tout vecteur v, il existe un élément opposé u = —v tel que

b+ (-%) =0



Propriétés des opérateurs vectoriels

Uopérateur multiplication scalaire - R X R™ - R™ est

. Externe
la multiplication d’'un vecteur de R" par un scalaire dans R reste dans
]:Rl’l

 Distributive selon la somme a gauche
A-U+vV)=1-u+1-v

e Distributive selon la somme a droite
A+w-u=A-u+u-u

. Associative selon la multiplication
A-w)-d=21-(u-u)

e Posséde un élément neutre 1 telque1-u =1u




Exercices

Montrez, avec des vecteurs a 3 dimensions, que la

somme est
. Commutative

<l
_|_
<
Il
<
_|_
<l

e Associative

uU+v)+w=u+ @W+Ww)

0
e Posséde un élément neutre 0 = () telqueu +0=1u
0
* Inversible
pour tout vecteur v, il existe un élément opposé u = —7 tel que

b4+ (=%) =0



Exercices

Montrez, avec des vecteurs a 3 dimensions, que la
multiplication scalaire est

Distributive selon la somme a gauche
A-WU+V) =AU+ A1V

Distributive selon la somme a droite
A+w)-u=2A2-u+u-u

Associative selon la multiplication
A-w)-u=21-(u-u




Espace vectoriel — généralisation

Soit K un ensemble muni
d’'une addition + : K — K et
d’une multiplication - : K - K

Alors K est appelé un corps commutatif, et ses
éléments sont appelés scalaires.



Espace vectoriel — généralisation |l

Soit K un corps commutatif, alors lI'espace vectoriel
I/ de dimension n engendré par K est défini
comme

V=K"= {(v,..,v)|v; EK,i=1,..,n}

De plus, V est muni
de l'addition +: V XV — Vet
de la multiplication scalaire- : K XV -V

Les eléements de V sont appelés des vecteurs.



Remarques

La somme est :
 Associative,
e Commutative,

 Possede un élement neutre,
 Estinversible.

La multiplication scalaire est :
* Associative,

* Distributive a gauche et a droite,
e Possede un éléement neutre.



Exemples d’espaces vectoriels

e L'ensemble des réels R",

* L'ensemble des entiers Z™,

* L'ensemble binaire {0, 1}",

* Lespace des fonctions réellesf : R — R munidela
somme et de la multiplication scalaire suivants, avec
f:R->R g:R > Retie R

(f+9)x) =fx)+gx), VxeR,
A-flx)=21-f(x), Vx ER.




Combinaison linéaires

La combinaison linéaire d’un espace vectoriel V = K™ sur
un corps commutatif K est définit comme suit:

}li°ﬁi=2'1'§1+ +/1k1_7>k

||'M =
—

Avec
/11' EK,T})i EKnVi — 1,k



Dépendance linéaire de vecteurs

Deux vecteurs {vU;,V,} € V = K" sont dits linéairement
dépendants s’il existe un scalaire non-nul A € K tel que
/1 * 51 —_ 52.

{V1,V,} €V = K" sont dits linéairement indépendants
s’il n’existe aucun scalaire A € K non-nul tel que
/1 . 1})1 —_ 1})2.



Familles libres et liées

Une famille de vecteurs {#;}5_,€ V = K™ est appelée une
famille liée s’il existe un ensemble de scalaires non-nuls
A, -, A |4, EK,Vi=1,..,k}tel que

k
/11' . 51’ — 6

et

l

A l'inverse, la famille est une famille libre si elle n’est pas liée,
donc s’il n’existe aucune combinaison linéaire non-nulle tel que
le produit scalaire donne le vecteur nul.



Base d’un espace vectoriel

Une famille de vecteurs B = {I;i}?:le V =K"est
appelée une base de V si la famille est libre.

Propriété fondamentale de B:
Pour tout vecteur U € V, il existe une combinaison linéaire
telle que

n
ﬁzEALBl
=1

En d’autres termes, B génere I'espace vectoriel V.



